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Аннотация
В данной статье вводится понятие слабо регулярного множества в пространстве аналитических в 
верхней полуплоскости С+={ z : Imz > 0} комплексного переменного функций конечного порядка 
больше единицы. Последовательность А = \ап = гпе'°" ,п = 1,2,... }. А а  С+ называется слабо 
регулярной последовательностью в С+ при порядке р  > 1, или точнее WR (р) -множеством, если 
выполняется одно из следующих условий (С+) или (С+): (С+) 1) Среди точек множества А нет 
кратных; 2) для любого £  >  0  существует R = R(s) такое, что при rn > R исключительные круги 
I  j_P+£
радиусов с!п(s) = sin 2в nrn 2 с центрами в точках ап не пересекаются; 3) для любого £ > 0
о * г\
'ST sin I,/  — г - < о с - (С+) Г) Среди точек множества А  нет кратных и нет точек с одинаковыми
77=1  ^77
модулями; 2') выполняются условия 1) и 3); 3') для любого s > 0 существует^ = R(s) такое, что 
для всех точек С1п и С1к. принадлежащих А , из неравенства | ап |>| ак |> R следует соотношение:
Im а,.
| ап |>| ак | +---------- . Получены оценки плотности распределения аргументов слабо регулярных
I ак I
множеств в верхней полуплоскости. Доказывается, что такие множества являются 
интерполяционными в данном пространстве.
Abstract
In this article, the concept of a weakly regular set in the space of analytical functions of the finite order 
greater than unity in the upper half-plane of complex variable is introduced. The sequence
i0A = {an = rne n ,n = 1,2,...}, A  cC+, is called weakly regular in C+ by order p  > 1 if one of the 
following conditions (C+) or (C+) is satisfied: (C+) 1) Among the points of the set A there are no 
multiples; 2) for any s  > 0 there exists R = R{s) such that for rn > R the disks of radius
. k 1 p+e ^ s in # „  . ,
d nis) = sin - в nrn 2 with centers an do not intersect; 3) for any s  > 0 —r ^ r <G0. ((' ) 1 )
77=1 Г„
Among the points of the set A there are no multiples and there are no points with the same modules; 2')
conditions 1) and 3) are true; 3') for any s  > 0 there exists R = R(s) such that for Tn > Гк > R  the 
inequality______________________________________________________________________________
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p
l l I 1m C t k| ап |>| ак | Н — are true. It is proved that such sets are interpolation in the sense of free
I a k  \P C'
interpolation in this space.
Ключевые слова: верхняя полуплоскость, конечный порядок, слабо регулярное множество, 
свободная интерполяция.
Keywords: upper half-plane, finite order, weakly regular set, free interpolation.
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Введение
Понятие регулярного множества в комплексной плоскости было введено 
Б.Я. Левиным в монографии Distribution of Zeros of Entire Functions [1980]. Пусть p(r) -  
некоторый уточнённый порядок [Levin, 1980] такой, что lim p(r) = p  > 0,
Г—КС
A  = {an,n = 1,2,...} -  последовательность различных точек в комплексной плоскости. 
Предположим, что точки отделены друг от друга. Точнее, выполняется одно из 
следующих условий (С ) или (С ):
(С ) Точки а п расположены внутри углов с общей вершиной в начале координат, 
которые не пересекаются, так, что для любых двух точек последовательности А, 
расположенных внутри одного из углов, выполняется условие:
I ап I I - 1 а„ |> г, = d  ап |1~Р(К|) при некотором d  > 0.
( С ) Существует число d >  0 такое, что кружки, радиусов г, =d \ cin 1'-'^'"’ с 
центрами в точках ап, не пересекаются.
Правильное множество A  [Levin, 1980], которое удовлетворяет одному из условий 
(С ) или (С ), называется регулярным множеством в смысле Левина, или кратко
R-множеством, а кружки { z : \ z - ап \<гп) называют исключительными кружками
R-множества (CR-кружками).
Б.Я. Левин показал [Levin, 1980, Chapter Ш], что регулярные множества являются 
интерполяционными в классах целых функций с индикатором, строго меньше данного, 
при заданном уточненном порядке.
Множества, которые удовлетворяют лишь условию (С ) (без предположения 
правильной распределённости), играют важную роль в теории целых функций. 
В частности, они применялись для построения канонических произведений множеств в 
работах А.Ф. Гришина [Гришин, 1983], [Гришин, 1984] и А.Ф. Леонтьева [Леонтьев, 1976].
Обозначим через [р, °°] пространство целых функций f  порядка р >  0 , т. е. 
таких, что
ln+ ln+ \ f ( r e l0)\
lim sup--------------- — < p ,
In r
где, как обычно, ln+ a =
f0,tf < 0;
(in a,a>  0.
Пусть p(r) -  уточненный порядок, lim p(r) = p  > 0. Через [yo(r), oo) обозначим
пространство целых функций f  не более, чем нормального типа при порядке р (г ) , т. е.
таких, что 1п+ | f { r e b 0) I- Cf V(r), где V(r) = r p<n, а Г , > 0  константа, не зависящая от г .
В работе К.Г. Малютина и О.А. Боженко [Malyutin, 2012-2013] было введено 
понятие слабо регулярных множеств в пространствах [р,оо]и \р(г),<х>).
SO!
Определение 1. Последовательность различных точек А = {ап,п = 1,2,...}
комплексной плоскости называется слабо регулярной при порядке р >  0 , или W R(p)-  
множеством, если существует уточнённый порядок p(r),  Пт р(г)  = р , такой, что
" г—>СО ’ '
выполняется одно из двух условий -  (С ) или (С ) , и
п(С(0,г)) < KV(r),K  > 0 , (1)
где п(С(а,г)) -  число точек последовательности А в круге С {а, г) с центром в точке а и 
радиуса г .
Определение 2. Последовательность различных точек А  = {ап,п = 1,2,...}
комплексной плоскости называется слабо регулярной при уточнённом порядке р{г) , 
lim /?(г) = р , или WR{p{r))-множеством, если выполняется одно из двух условий -  (С )
г—»СО . •= ■
или (С ) и условие (1).
Было показано, что WR{p) -множество является интерполяционным в пространстве 
\р, °о], a WR(p(r))-множество -  интерполяционным в пространстве \р(г), оо). В работах 
К.Г. Малютина [Malyutin, 1995] рассматривались множества А = {ап} в верхней 
полуплоскости С+= z : Im z > 0, удовлетворяющие условию: (С+) . Для точек множества А 
при некотором d  > 0 выполняется неравенство | cin_, | - 1 ап |> rn = c/sinarg" cin) \ cin f р<‘ ' . 
Такие множества также использовались для построения канонических произведений в 
верхней полуплоскости С+.
В упомянутой выше работе К.Г. Малютина и О.А. Боженко [Malyutin, 2012-2013]
было также введено понятие слабо регулярных множеств в пространствах [р , со]1 и 
[/?(г),оо)+ функций конечного порядка р  > 0 и типа не выше, чем нормальный, при 
уточнённом порядке р(г) в верхней полуплоскости. Заметим, что определение слабо 
регулярного множества в пространстве [р , оо]+, которое основано на понятии уточнённого 
порядка, нуждается в корректировке. В настоящей работе мы уточняем это определение, 
при этом не используем понятие уточнённого порядка.
Обозначим через [р, оо]+ пространство аналитических функций порядка р  > 1 в
полуплоскости С+ [9], т. е. f  е[р ,со]+, если
.. ln+ ln+ I f { r e ie) I
lim sup sup ---------------------- - < p .
Г—>00 0<0<7t lnr
iOОпределение 3. Последовательность A = {an =rne n ,n = 1,2,...}, A d C+, 
называется слабо регулярной последовательностью в С+ при порядке р  > 1, или точнее 
WR+(p ) -множеством, если выполняется одно из следующих условий (С+) или (С+) .
(С+)
1) Среди точек множества А  нет кратных и
А  еС+\С(0,2); (2)
2) для любого s  > 0 существует^ = R{s) такое, что при Гп > R исключительные 
круги радиусов
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с центрами в точках ап не пересекаются;
3) для любого s  > О
^  sin в
У    < оо . (4)
&  г ,Г
К )
Г ) Среди точек множества А  нет кратных и нет точек с одинаковыми модулями;
2’) выполняются условия 1) иЗ);
3’) для любого s  > О существует R = R(s) такое, что для всех точек ап и ак ,
принадлежащих А , из неравенства | ап |>| ак |> R  следует соотношение:
, , , Im ак
\ к \+\ Т Ь -  (5), а \р+£I ак
Введем следующее определение.
iOОпределение 4. Последовательность A = {an =rne п ,п = 1,2,...} , А а  С+,
различных точек называется интерполяционной последовательностью в пространстве
IР, ос]+, если для любой последовательности комплексных чисел \ЬП }’1=\ ,
удовлетворяющих условиям
1п+ 1п+ | й„|  1п+ 1п+ | 6„|
lim sup---------------- < р , sup------------------< 00 ,
rn — In Tn n In Гп + 2
существует функция F  е  [р,°о]+, решающая интерполяционную задачу
Р ( ап) = Ъ„ , п = 1 ,2 , . . . .
Сформулируем главный результат статьи.
iO
Теорема. Пусть последовательность А = {ап = гпе П,п = 1,2,-}, А а  С+, является 
слабо регулярной последовательностью в С+ при порядке р  > 1 . Тогда А является 
интерполяционной последовательностью в пространстве [р , оо ]+ .
Вспомогательные результаты
Обозначим через С (а ,г ) круг с центром в точке а радиуса г .  Определим
считающую функцию синусов аргументов множества A = {an = rne l^ n ,п = 1,2,...}, A czС+, 
равенством
n+(z ,a )=  X sin6*« , 0 < а  < - .
an eC (z,a |z |) 2
Положим также,
n (z ,a )=  £ l  , 0 < or < — .
an eC(z,a|z|) 2
Докажем несколько лемм, которые понадобятся в дальнейшем.
iO
Лемма 1. Пусть последовательность A = i an = rne ” ,w = l,2,...}, А  сС+,
удовлетворяет условию (С+). Тогда существует постоянная К>0, зависящая только от А  
такая, что для любого s  > 0 при z |> R = /t'(e) выполняется неравенство
(n+{ z ,a ) - s m 6 n)+ < К а 2г р+\  (6)
где дп -  аргумент точки последовательности А  ближайшей к точке z (если таких 
несколько, то выбираем любую из них).
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Доказательство. Пусть условие (С+) выполняется. Зафиксируем s  > О .
Существует число R = R(s) такое, что для всех гп > ^  справедливо условие 2). Пусть z
такое, что \ z\> R  и точка z не принадлежит ни одному из кругов в условии 2). 
Рассмотрим круг C (z ,a \ z \ ) .  Так как центр этого круга не входит ни в один 
исключительный круг, то радиусы исключительных кружков с центрами внутри этого
круга меньше величины а  \ z \ .  Кроме того, гп > — . Так как исключительные круги не 
пересекаются, то покрываемая ими плошадь меньше площади круга C(z,2a \ z  | ) :
I >  d l= 7 r  X sin6,«r«2~(P+£) -  4m* 2 I z I2-
an eC(z,cc\z\) an eC (z,a jz \)
I z I 3 1 z IУчитывая неравенство -— 1 < rn < —1— 1, окончательно получаем
. \ '0+г
, 2 _  \P+SZ s i n ^  <16| -  j a L \ z \  
an eC{z*a\z\) \  •“ J
Если точка z такая, что | z |> R  и z принадлежит одному (и только одному) из 
кругов в условии 2), то, исключая ее из рассмотрения, мы приходим к ситуации, 
описанной выше.
Лемма доказана.
10 .
Лемма 2. Пусть последовательность А = {ап =гпе П,п = \£ . . . } ,  A d С+, 
удовлетворяет условию (С+), для любого s  > О существует R = R(s) такое, что при
I .rn >R  исключительные круги радиусов d n(s) = —  $\пвnrn s с центрами в точках ап не 
пересекаются.
Доказательство. Пусть условие (С+) выполняется. Зафиксируем s  > 0 . Существует 
число R = R{s)такое, что для всех \an \>\ak \>R справедливо условие (5). Если
Г
г > 2П ~ Г и +-
1та1
Р+£
Л
, то круги N
Г т >Im а,.ак’' р + Е И с
V г к
f  г Л 
а —игг*
ч -  У
не пересекаются, так как в этом
Г г > ^ 
an,~Z 
\ L J
'к
случае, для любой точки z е С
И так как г^+е > 2 , тем более не пересекаются круги N
1 .
выполняется неравенство | z - a k \> — >Гп   [mUk
2 р + Е
г Л \  г Im a
a,.
р + Е
и N a
Im a,,
« ’ р + Е
J \  п J
r Im а.,. Л
С
Если sin вп > 4 sin вк или sin в п < — s i n ^ , то не пересекаются круги С 
lma„ Л
aк ■
Z
И
Пусть, наконец, ^-sin£?t < s\x\6n < 4 sin^A. и rk +■
Im ak
r  p +£ h
<r  < 2
— П rk +-
Im ak
r  p +£ h
Ima„ 1 2 1 т а г:
B этом случае rn < 2(rk +1) и — <  n+r" . Отсюда следует, что не пересекаются
гк
р + £
круги N а, Im ^ к
к ’ ?4г р+е \  гЧ'к У
и N
1т а п
р + £
а,„-----
24гЧ п
Г
ч
ч ч
шЛемма доказана.
10Определение 5. Пусть последовательность А = {ап =гпе П,п = 1,2,...}, А а  С+,
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удовлетворяет условию (С+) или (С+), тогда круги N
(  1  ^  ^
-  у Р+£
an,sm 2e nrn 2 
V J
или
N
(  т ^1 т а ,
~
7 24/- р+гг. п у
называются исключительными С^_(р)-кругами.
■л
Лемма 3. Пусть последовательность Л = {я„ = гие И,и = 1,2,...}, сС+,
удовлетворяет условию (С+). Тогда существует постоянная К>0, зависящая только от А, 
такая, что для любого s  > О при z \> R = R(s) выполняется неравенство
(n+(z ,a )~  sin вп)+ < К а  г р+Е, (7)
где вп -  аргумент точки последовательности А  ближайшей к точке z (если таких 
несколько, то выбираем любую из них).
Доказательство. Пусть условие (С+) выполняется. Зафиксируем s  > 0 .
Существует число R = R(s) такое, что для всех rn > R/^ справедливо условие 2’). Пусть z 
такое, что \ z\> R  и z не принадлежит ни одному исключительному Се+ (р) -кругу. Опишем 
из z круг C (z,a  | z | ) . Если точка ап е  C (z ,a  \ z  |) , то обозначим через \a n,f3n\ круговую
о id Im а„ to lvcvan
проекцию отрезка [ап,р п\ = \_а„ - е п —  ----——,ап + е п —  -----—— J на луч arg£ = argz .
24 | an [ '  24 | an \ '
Рассмотрим круг C ( z ,a \ z j ) .  Так как центр этого круга не входит ни в один 
исключительный круг, то радиусы исключительных кругов с центрами внутри этого круга
I ? 1меньше величины a \ z \ .  Кроме того, гп > - у - . Так как отрезки [ап, Д г ] не пересекаются, 
то сумма их длин меньше диаметра круга C(z,2a \ z  | ) :
1
17 п п
1 ^  an eC (z,a \z \)
Z sin6,«/«1 iP+S) -  2<зг | z
I z I 3 I z I
Учитывая неравенство < rn < — , окончательно получаем
f  ~>\p+s
Z s m 0n < 4 8 - 1
Z(z,a\z\) 4-“ /
~z a  I z l^  I p+cn
an &C *a\z\
Если точка z такая, что \ z\> R  и z принадлежит одному (и только одному) из 
исключительных кругов, то исключая из рассмотрения центр этого круга, мы приходим к 
ситуации, описанной выше.
Лемма доказана.
Задача свободной интерполяции в пространстве [ р ,  о о ]+
Докажем теперь основной результат нашей статьи. Прежде всего заметим, что 
рассматриваемая интерполяционная задача относится к так называемым задачам 
свободной интерполяции, которую впервые рассмотрел А.Ф. Леонтьев [Леонтьев, 1948] в 
пространстве целых функций [ р ,  о о ] , и которая послужила толчком для многочисленных
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исследований в работах [Malyutin, 1994], [Malyutin, 1995], [Малютин, 2013], [Bozhenko, 
2014]. Задача свободной интерполяции в пространстве [ р , о о ] + при р >  \ рассматривалась 
в совместной работе К.Г. Малютина и A.JI. Гусева [Malyutin, 2018]. В частности, была 
доказана следующая теорема.
10
Теорема А. Для того, чтобы последовательность А = {ап =гпе П,п = 1,2,...}, 
А сС + различных точек была интерполяционной последовательностью в пространстве 
[ Р , о о ]+ , необходимо и достаточно выполнение следующих соотношений:
lim sup  ^ ln+ In 
In гп
sup In + 1п+
Ima„ | Е'(ап)
1
< оо
где
а . .
ап rn> 1
\т ап \Е'(ап)\
a„(z -  а ) (if! z J (  1 
--------- =^ехр<^ 2^ —
a n(Z ~ a n)  Ь=1 J
(8)
(9)
n J\ -n - ja„J
каноническая функция последовательности А.
Чтобы доказать нашу основную теорему, покажем, что каноническая функция 
слабо регулярной последовательности в С+ при порядке р  > 1 удовлетворяет условиям (8)
iOи (9). Итак, пусть последовательность А = {ап =гпе П,п = 1,2,...}, A a С+, является слабо 
регулярной последовательностью в С+ при порядке р  > 1. Пусть, например, 
последовательность А  удовлетворяет условию (С+). Тогда выполняется неравенство (7).
Из условия (4) следует, что E{z) е[р ,оо]+ . Зафиксируем s  > 0 . Существуют число 
R  = R(s) и множество кругов N п со сколь угодно малой линейной плотностью rj таких, 
что для всех z <£С \ z\> R ,  выполняется неравенство [15]:
In I E(z)  |> -М„  I z I Р+Ь' ( 10)
где М п > 0 -  постоянная, не зависящая от е . Причем для точек вещественной оси эта
оценка выполняется почти всюду. Положим 77 = 1 /30. Выберем гп так, чтобы при г > rv
1 ^ . 1  ,  
выполнялось соотношение: — 2^0  ~ 2 q ’ ГДС ^  _ радиусы кругов множества N п .
Г ^ г
 ^ J J
Увеличивая при необходимости константу М  , можно считать, что ^  < — .
1з~гп 2
Для каждой точки ап е  А найдется число е  (0;0.1) такое, что окружность 
Ll n ={z \ z - а п \= SXjlrn} будет лежать вне N l? -множества. Пусть хи = Reаи, Если
sin^„ < 1/8 , то найдется число 2 л (0;0.25) такое, что окружность
Ь2п ={z \ z — хп \= 32 пГп} будет также лежать вне N l? -множества. Пусть аи G А , 
s in ^ 7 > 1/8 . Запишем формулу Иенсена в точке ап :
2 п &\,пгп
In | Е'(ип) |= —  Jin | Е{ап + 5Ьпгпе,в) | d0 -  j  
2 л  J J
dt -  1п( с \пгп ) , (11)
о
Заметим, что при sin <9;? > 1/8  справедливы неравенства
n(z,a) <8n+(z,a), lman >1/4 .  (12)
Сделав замену t = oc гп во втором интеграле в правой части равенства (11), 
учитывая (7) и (12) и включение E(z) е  [/о,°о]+ , нетрудно получить из равенства (11) 
соотношения (8) и (9) для точек ап е  А  таких, что ч\п6п >1/8.
Пусть теперь ап g А , sin вп < 1 / 8. Запишем обобщенную формулу Неванлинны 
[Govorov, 1994] для полукруга С.* = C.(xn,S2jir„) П С+:
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In I Е \а „ ) 1= - L  j  ‘^ • ‘Ч п I Е(С) I d C -  Y.
2 ж t, dtir
8Na - ak ^ n  ‘ak ^ an
“k -  “n
ak -a „
-ln (2 Im a „ ) +
+ I  in
ak^ n^ >ак а^п
2
@2,nrn) - K a k ~ x n) lm a n
{8Xnrn)2 - i{ a k - x n) \m a n
- l n ( 2 I m a „ ) =  (13)
1 г d iJ t2(< ^ , f l )  I j /  i / о т  \
J    l n | £ ( O i  + Z 2 - - ln(2 Im «nX2;r , dn,~8Nt ^
где (jn (С, an) -  функция Грина полукруга Cn . Заметим, что сингулярная граничная мера 
функции E(z) равна нулю.
Интеграл /  в правой части равенства (13) оценивается снизу с использованием 
неравенства (10) и свойств функции Грина (неотрицательность и интеграл по границе 
области равен единице):
1 > - М {ГР+е,гп >ге , (14)
где М 1 > 0 -  константа. Вторая сумма неотрицательная:
£ , 2 0 .  (15)
Для оценки первой суммы воспользуемся леммой 4, из работы [Гришин, 1968]:
£  2 s in в  j. l n 2 sm в 1;- а пЛ  ^ 4ьтвк ьт вп ^   ^ J  Ди - а к \ ^
a n,k<smOn  ~ и ^ п , к  ^ п , к  а п ,к> $т вп ^ п , к
Суммирование в правой части неравенства (16) распространяется наточки ок е С ,|. 
Замечая, что С;) с: C(an,2S2nrn) с= С(ап,гп /2 ),  получим:
sin о  * пm  ^ п 1 7  < г ш  А/ —  г/
Z i ^ 2 j   In (ar„ ,a)-sin0„)  +
sin 0,, -  a  a
+ 4 J ^ ф ^ ( п +(ап,а )~  sin<9„)+ = (17)
sill вп ^
= 21] + 412.
После интегрирования по частям, используя неравенство (7), получаем:
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т о ■ л , +( О  • /1 ч+ и Uf2 ътвп(п+ (ап,а ) - $ т в п)+/ 2 < 8sin#;2(/? an,— \ - s m 6 n) + 4  j ---------------^ ------------— d a  <ап
V
< sin #„+ 64  К(п
аи еС(0,1 .5|ай |)
а „ , - | - s in0„ )  .< 6 5Кп 
2 У
(18)
Оценим / :
г
sm(/„ 2 sui«„ 0  sin tin rz  ry ■ п
h =  f + f In "  nd (n+(an, a ) - s m 0 n)+ +
0 s J „ / 2  S l n ^ «  0 «
sm.tf" (аи, a) -  sin 6n)+ 2 In 4(n+ (an, sin 6n / 2) -  sin 6n)+
+  2  — ---------------------------------------
a  sin Qn
(n+ (an, a ) -  sin 6>„)+ 2(«+ (аи, a) -  sin 6>„)+
+ - j  d a  +
sin в„ i a  a + (19)
+ 2 J " (fl+(a»'a \  %тв- )+d a  <K\n  4r p+£ + 2Kr„p+e + 2 In 2Krp+£ =
sin вп 2 &
= K rp+E{ In 16+ 2).
Теперь из (4), (13), (14), (15), (17), (18) и (19) получаем, что E(z) удовлетворяет 
соотношению (8). Соотношение (9) доказывается аналогично.
Заключение
В работе введено определение слабо регулярного множества в пространстве 
аналитических в верхней полуплоскости функций конечного порядка больше единицы. 
Это определение дополняет определение слабо регулярного множества в пространстве 
аналитических в верхней полуплоскости функций конечного порядка и нормального типа, 
введенного К.Г. Малютиным в работе [Malyutin, 1995]. Получены оценки плотности 
распределения аргументов слабо регулярных множеств в верхней полуплоскости. 
Используя критерий интерполяционности последовательности в пространстве 
аналитических в верхней полуплоскости функций конечного порядка больше единицы из 
работы [Malyutin, 2018], доказано, что такие множества являются интерполяционными в 
данном пространстве.
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